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1 はじめに

n 個の分点における関数値を与えれば、 n − 1 次 (以下の) 多項式は決定できるため、 例えば

Lagrange補間多項式などを用いて積分を数値的に行う ことができる。

一方、 Gauss-Legendre積分では、 n個の分点における関数値を用いて、 2n− 1次 (以下の)多項

式の積分を実現することができる。 実際には重みを n個使用するため使用するパラメタは 2n個と

なるが、 重みは事前に計算して保存しておけるため関数値を求める必要がなく なる。

2 原理

たかだか (2n − 1)次の多項式 f(x) の [−1, 1] の区間における積分を n個の点 xi と n個の重み

係数 wi を用いて以下の式で表す。

ˆ 1

−1

f(x)dx =
n
∑

i=1

wif(xi) (1)

ここで、 xi は n次の Legendre多項式の零点をとり 、 wi については以下の式からとる。

wi =
2(1− x2

i )

(n+ 1)2{Pn+1(xi)}2
=

2

(1− x2
i ){P

′
n(xi)}2

(2)

任意区間 [a, b]の積分は適当な変数変換で [−1, 1]の区間の積分に直せるので、 上記の問題が解け

れば一般的に積分は可能である。

f(x) を以下の形で表す。

f(x) = Pn(x)Qn−1(x) +Rn−1(x) (3)

ここで、 Pn(x)は n次の Legendre多項式であり 、 Qn−1(x), Rn−1(x)は n− 1次の多項式である。

両辺を区間 [−1, 1]で積分する。

ˆ 1

−1

f(x)dx =

ˆ 1

−1

Pn(x)Qn−1(x)dx+

ˆ 1

−1

Rn−1(x)dx (4)

ここで、 右辺第一項は Legendre多項式の直交性から 0 となる。 従って、

ˆ 1

−1

f(x)dx =

ˆ 1

−1

Rn−1(x)dx (5)

と表せる。 Rn−1(x)は未知であるが、 Legendre関数の零点 xi において

f(xi) = Pn(xi)Qn−1(xi) +Rn−1(xi) = Rn−1(xi) (∵ Pn(xi) = 0) (6)
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より 、 Rn−1(xi) = f(xi) を知ることができる。

ここで、 Rn−1(x)は Lagrange補間を用いて以下のよう に表すことができる。

Rn−1(x) = f(x1)
(x− x2)(x− x3) · · · (x− xn)

(x1 − x2)(x1 − x3) · · · (x1 − xn)
+ f(x2)

(x− x1)(x− x3) · · · (x− xn)

(x2 − x1)(x2 − x3) · · · (x2 − xn)
+ · · ·

=
n
∑

i=1

f(xi)

∏

j ̸=i(x− xj)
∏

j ̸=i(xi − xj)
(7)

従って、
ˆ 1

−1

f(x)dx =

ˆ 1

−1

Rn−1(x)dx =

ˆ 1

−1

n
∑

i=1

f(xi)

∏

j ̸=i(x− xj)
∏

j ̸=i(xi − xj)
dx

=
n
∑

i=1

f(xi)

ˆ 1

−1

∏

j ̸=i(x− xj)
∏

j ̸=i(xi − xj)
dx =

n
∑

i=1

wif(xi) (8)

となる。 wi =

ˆ 1

−1

∏

j ̸=i(x− xj)
∏

j ̸=i(xi − xj)
dx とおけば与えられた形に表すことができる。 wi は予め計算

をしておく ことが可能である。

■零点と重みの計算法 (1): xi は以下のよう にして求めることができる。 n次の Legendre多項

式は零点 x1, x2, · · · , xn を用いて Pn(x) = Cp(x−x1)(x−x2) · · · (x−xn) = C(xn+pn−1x
n−1+

· · ·+ p1x+ p0) と表せる。 Qn−1(x) を

Qn−1(x) = Cq(x
n−1 + qn−2x

n−2 + · · · q1x+ q0) (9)

と表すと 、

Pn(x)Qn−1(x) = CpCq{x
2n−1 + (qn−2 + pn−1)x

2n−2 + (qn−3 + pn−1qn−2 + pn−2)x
2n−3

+ · · ·+ (p1q0 + p0q1)x+ p0q0} (10)

となる。 上式を区間 [−1, 1]で積分すると x2m−1 次の項は奇関数より 0 となる。 偶関数のみ評価す

ると 、

1

2CpCq

ˆ 1

−1

Pn(x)Qn−1(x)dx =

{

qn−2 + pn−1

2n− 1
+

qn−4 + qn−3pn−1 + qn−2pn−2 + pn−3

2n− 3

+ · · ·+
p2q0 + p1q1 + p0q2

3
+ p0q0

}

(11)

となる。 qi が任意でもこの積分が 0 となるためには、 qn−2, qn−3, · · · , q1, q0 の係数が全て 0 とな

る必要がある。 これを満たす pn−1, pn−2, · · · , p0 を求め、 xn + pn−1x
n−1 + · · ·+ p1x+ p0 = 0 と

なる解を計算すればよい。

■零点と重みの計算法 (2): Legendre多項式の漸化式は以下で与えられる。

P0(x) = 1 (12)

P1(x) = x (13)

Pn(x) =
2n− 1

n
xPn−1(x)−

n− 1

n
Pn−2(x) (14)
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これにより 計算できる Pn(x) = 0の解を求める。
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